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Suites numériques 


Enoncés des exercices 


Exercice 1 : Démontrer que la suite numérique (u n ) m est bornée dans les trois cas 


suivants 


n + 1 .1 3n + 1 

u n = — — , u = 1 , u n = 

n n 2n + 5 


Exercice 2 : Démontrer par récurrence : 


1 + 2 + 3 + + n — 


l 2 + 2 2 +3 2 + + n z = 


i(n + 1) 

2 

n(n + n + 1) 


Exercice 3 : Etudier la nature des deux suites : 


*„=(-!)"+-’ n e /Ar 


l 2 +2 2 +3 2 + + n z 


u 0 = 2 


2m „-1 


-, ne IN' 


{ • + »„-, 

• Montrer que la suite est minorée par 1 i.e. : u n >- 1, Vn e IN . 

• Montrer que la suite donnée est décroissante. 

• Calculer : lim w 


Exercice 5 : Soit la suite («„ ) neÆV définie par : 

\u l = a, u 1 =b 


neIN - 

n 2 


Posons : w n = u n ~u n _ x , n> 2 
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• Démontrer que la suite (w n ) iiclN est une suite géométrique dont on calculera la raison. 

• Calculer la somme : S n = W 2 + W 3 + + W n 

• Calculer S n , en déduire . 


Exercice 6 : Soit la suite (u n ) ns/rv définie par : 

r 

Uy~\ 

3m„ + i =U n +9, H G IN* 


• Calculer U 2 , W 3 et U 4 . 

• Soit la suite (v n ) nsW définie par : v n = u n - ^ , Vn g IN . Montrer que cette suite est 
géométrique. 

• Donner les expressions de v n et u n e n fonction de n seulement. En déduire que la 
suite («„ ) (ic/v est convergente et calculer sa limite. 

• Soit a un nombre réel et la suite (vv„ ) nc/v définie par : w n = u n - a, Vn e IN . Montrer 

9 ( v 

que — est la seule valeur de a pour laquelle (w n ) nsIN est une suite géométrique.. 


Exercice 7 Soient («J et (y n ) nŒ//v deux suites numériques définies par 


u 1 =11 


u^ü^.Vnsar "1v. 


Vj = 12 


u „ + 3v„ 


, Vn g IN* 


• 1) Montrer que : v - u n = — — r , Vn e IN* . En déduire ( V n U n ) . 

' x n n 1 /-) ni n — 


2) Montrer que la suite (u n ) ne/v est croissante et la suite (v B ) ne/v décroissante. Déduire 
que les deux suites sont adjacentes. 

3) On pose w n = 3u n +8v ;! .Calculer w l . Montrer que la suite ainsi définie est une suite 
constante, calculer alors les limites des suites (u n ) n eW et (v n ) /îe/7V . 


Exercice 8 Calculer les limites des suites suivantes: 


1 + 3 + .5 + (2n-l) 


1+2+3+. 


I 2 + 2 2 + 3 2 + . 


( lim u n =2) 


( lim v„ = - ) 

n — >+oo \ 


V, 
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Exercice 9 On considère une suite numérique à termes positifs convergente avec 

lima,, = a . 

n — >oo 


Montrer que : 


Ul + Ur, + + W 

lim — 

n— >co n 


= a 


Exercice 10 Analyse combinatoire. Démontrer les formules suivantes 

c,° + c! + + C" = 2” 


r u +c + c 

'“'2 n ^ 


(iln 2 


n — 1 


Exercice 11 On considère la suite : w„ = cos(«! n x) 
Montrer qu'elle a une l im ite si x est rationnel 


Exercice 12 Soit p et q deux entiers naturels tels que : 


— < V2 , montrer que : P + ^ > 42 

q p + q 


Solutions des exercices 
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Exercice 1 : 

n + 1 

• u „ = —y => 0 -< u n < 1 . 

n 

• U n =!-- < 1 . 

n 

3/2 + 1 3 

• = => 0 < u n < — . Il est évident que u n >0, Vn e IN . 

2n + 3 2 


Exercice 2 : 

On va démontrer par récurrence la deuxième relation 

l2 9 n(n + lÏ 2 n + l) 

l 2 +2“ +3 2 + + n 2 =— ^ ^ 

6 


i) 

«) 

iii) 


la relation est vraie pour n = 1 , en effet on a bien : l 2 = 


1(1 +1X2+1) 


Hypothèse de récurrence : On suppose que la relation est vraie pour n 
On démontre que la relation est vraie pour n+1 : on a en utilisant ce qui précède : 

l 2 +2 ! +3 ! + + n 2 +( n + l) î = ' l(l, + l)(2,1 + l) + ( n + l) î 

6 

n(n + l)(2n + l) , , {n(2n + l) , n 

— 22 + (n + 1) = (n + 11 — + (n + 1) 

6 L 6 


On obtient 


= {n + 1) 


2/2 + 7/2 + 6 


[n + 1 \n + 2)(2 n + 3) 


Ce qui termine la démonstration. 


Exercice 3 : 

La suite u n = (- 1)" + — , n e IN * n’a pas de limite car : 

n 


(-O" 


| 1 si n est pair 

[- 1 si n est impair 


La deuxième suite est convergente car : 

v l 2 + 2 2 + 3 2 + 

lim v n = lrm — 

n — >+oo n — >+oo yi J 


+ n 2 , . n(n + lV 2 n + 1) 

= lrm - v ' 


6/7 


2 
3 ' 


Exercice 4 : 




Montrons par récurrence que la suite est minorée par 1 Le. : w„ >- 1, V« e IN . 
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- L’inégalité est vraie pour u o — 2 > 1 . 

- Hypothèse de récurrence : On suppose que la relation est vraie pour n : u n > 1 

- Montrons que l’inégalité est vraie pour (n + 1) on a : 




2 “^_i = ^ >0 


1 + u. 


U n + 1 


• Montrer que la suite donnée est décroissante. : 

2u„ -ul+u„ —uAu„— 1) 

M n n n \ n / 


, , - U„ = U„ = = — 1 -< 0 


1 ■ n 


u„ + 1 u„ + 1 


• Calculons lim u„ : La suite (u ) est une suite décroissante minorée elle est 

(-00 " V nJnsIN 

convergente et lim u n = / , ce qui nous donne : 

n— >+oo 

l = — ^! 2 -l = 0^l(l-l) = 0^l = 0etl = l 
1 + 1 V ’ 

Seule la limite / = 1 est acceptée car u n > 1 . 

Exercice 5 : Ona 

W n = U n ^>2 

u 1 - a, u 2 = b 


u„ = 


Un -' +U "- 2 , ne IN* 


W n+l = U n + \ ~U n = 


U n +U„_ | 


U,, - 


u n -\-u n _ w. w n+1 


w„ 


2 


Donc la suite (w n ) nelN est une suite géométrique et la raison est égale à : - — . 


=w 2 +tv 3 +. 


■ + W n = w 2 + 




r n 

2 

r n 

— 

w 9 + 

— 

w 9 + + 

— 

v 2 J 

Z 

1 2 J 

Z 

1 2 J 


71—2 


w. 


1- 


W 0 


=-( W 2-«J 1 + 


1 

/ I Y ! 

J, 


é ^ y- 1 

' O 


V ^ J 


- —(b -al 1 + 
3 


fi y 

J, 


lim S = —(b — a) 

" 2 V ' 


72— >+GO 


Mais : 
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S„ = w 2 + w 3 + + w„ =(u 2 -mJ+(m 3 -u 2 )+ + (m„ ~u n _ù = u n -a 


lim u - lim S„ + a — 


3b -a 


n n 

n — »+co n— h- co 


Exercice 6 : 


10 37 118 

ti 2 — — , II-, — — et u , — 

3 3 9 4 27 


2 -- 


9_u„+9 9 _ ^ " 2 J v„ +1 _l 


2 3 2 


v„ 3 


Donc la suite (v n ) neÆV est une suite géométrique de raison^- . 


' v --i v ~“UJ v ~-UJ v - — 2“UJ ' 

La suite (v„) ngW est ainsi convergente et a pour limite zéro. 

( , 9 

La suite [u n ) est donc convergente et lim u n = — 

" e n-x» 2 

Pour que la suite (w n ) jic/v soit une suite géométrique, on doit avoir nécessairement 


où r est une constante, utilisant les valeurs calculées de u l ,u 2 ,u 2 , on a : 

10 _ 37_ 

y a y a 100 20 a 37 37 14 

— = -f- <=> = a -a => — a = l . 

l-a 10 9 3 9 9 9 

a 

3 


Finalement a 


Exercice 7 : 


1) V -u = “- +3v - _ “- +2 ''-, =l(y ,) 

J n n ^ ^ ' w-1 n-1 / 

Par itération on obtient : 


v —u - 

n n 


1 , ^ 1 

-.(V, -M, )= 

n— 1 ' 1 1 / 1 r\ n— 1 


Ce qui nous donne 


lim(v„-w„) = 0 

«—>+00 

2) La suite (u n ) n< _ m est croissante, en effet on a : 
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U n + 1 ~ U n = 


U n +2V n_„ _A V n~ U n. 
VI „ — 


2 (v„ -M„) 


3 3 

La suite (v n ) nsrN est décroissante, on a bien : 


> 0 u n+l > u n 


V , —v 

n + 1 n 


U — V 

-2 2. < 0 => V , < V 

— w v n + 1 — 


Avec : v„ > u n et lim (v„ - u n ) = 0 


4 


Donc les deux suites données sont des suites adjacentes. 


3) Ona : w { = 129, avec 

w n = X + 8v„ = 3 u n _, + 8v n _ r = w, = 129 
Soit lim w = lim v = / , par passage à la limite dans l’expression de w„ , on obtient : 

«^.+oo n— H-co 

129 

11/ = 129 => / = 

11 


Exercice 8 : ( Indication : Ona les relations suivantes 

S 0 =1° +2° + + n° =n 

„ ,i i mn + l) 

5, =l‘ +2 1 + 4 -n =-± - 

1 2 

S,=r + 2 2 + + n 2 = ' , ( n + 1 X 2n + 1 ) 

6 

_ .3 _ 3 3 n 2 (n + l ) 2 

3 4 

s =i 4 + 2 4 + | ^4 _ /?(/? + l)( 2/7 + l)(3/r +n-l) 

4 30 

Méthode de calcul des Sp : Exemple, calcul de S 2 : 

l 3 = 1 3 

(l + l ) 3 =l 3 +3.1 + 3.1 2 +1 3 
(l + 2 ) 3 =1 3 +3.2 + 3.2 2 + 2 3 
(l + 3 ) 3 =1 3 +3.3 + 3.3 2 +3 3 


(l + tif = 1 3 +3n + 3n 2 +n 3 

(l + n) 3 = n + 1 + 3Sj + 3 S 2 ( Résultat obtenu par addition ) 

Connaissant S on en déduit facilement S 2 . En appliquant de proche en proche cette 
méthode, on arrivera à calculer Sp, pour p aussi grand que l'on veut, en effet on a : 
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ac (i , X* i o n ( n + 1 ) 

3S 2 =(l + nJ -n-1-3 — — — 


2 n +3 n 1 + n n{n + l)(2n + 1) 


2 ~ 2 
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